
 

 

 

 

 

 

 

 

หนวยที่ 4 

เวกเตอรแคลคลัูส 
 

 

 

4.1  บทนํา 
 

เวกเตอรแคลคลูสั (Vector calculus)  เปนแขนงหน่ึงของคณิตศาสตร  ที่ศึกษาถึง

อนุพันธและอินทิเกรทของสนามเวกเตอรและสนามสเกลาร มีประโยชนมากสําหรับการวิเคราะห

สนามไฟฟาและสนามแมเหล็ก  การดําเนินการในเวกเตอรแคลคูลัสประกอบดวยสามตัว

ดําเนินการคือ เกรเดียนท (Gradient)  ไดเวอรเจนซ (Divergence)  และ เคิรล (Curl)  และทฤษฎีที่

สําคัญคือ ทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ (Divergence theorem) และทฤษฎี บทของสโตกส (Stroke  
theorem) 
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4.2   เกรเดยีนท (Gradient) 
 

 นิยาม  เกรเดียนทของสนามสเกลาร P (เขยีนแทนดวย  “ grad P ”)  เปนเวกเตอรใน

แนวทิศทางอันหน่ึงซึ่งทําใหอนุพันธของ P เทียบกับระยะทางในแนวทิศนั้นมีคาสูงสุด และ

เวกเตอรดังกลาวมีขนาดเทากับคาอนุพันธสูงสุดน้ันน่ันเอง 
 

 เขียนเปนสูตรไดดังน้ี  
 

  





=

dN
dPâPgrad N      (4.1) 

 

เมื่อ 

 Nâ       =      เวกเตอรหน่ึงหนวยที่ต้ังฉากกับผิวสมศักย (equipotential  surface) ของ 
P  

  และมีทิศชี้ไปในแนว  Nd


 ซึ่ง P  มีคาเพิ่มขึ้นสูงสุด 

 
dN
dP     =      คาอนุพันธสูงสุดของ P เทียบกับระยะทาง 

 

จากนิยามของเกรเดียนทสามารถพิสูจนไดวา 
 

ระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 
 

  zyx â
z
Pâ

y
Pâ

x
PPgrad 







∂
∂

+







∂
∂

+






∂
∂

=   (4.2) 

 

ระบบพิกัดทรงกระบอก 
 

  zâ
z
PâP1âPPgrad 






∂
∂

+







φ∂
∂

ρ
+








ρ∂
∂

= φρ   (4.3) 

 

ระบบพิกัดทรงกลม 
 

  φθ 







φ∂
∂

θ
+








θ∂
∂

+






∂
∂

= âP
sinr
1âP

r
1â

r
PPgrad r  (4.4) 
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ตัวอยางท่ี 4.1    ถา  22 yx1000P −−=    จงหา  grad  P  
 

zyx â
z
Pâ

y
Pâ

x
PPgrad 







∂
∂

+







∂
∂

+






∂
∂

=

วิธีทํา 

   

 

        ( )22 yx1000
xx

P
−−

∂
∂

=
∂
∂   

 

                           x2−=  
 

         ( )22 yx1000
yy

P
−−

∂
∂

=
∂
∂   

 

                            y2−=  
 

        ( )22 yx1000
zz

P
−−

∂
∂

=
∂
∂   

 

                           0=  
 

ดังน้ัน 

              ( ) ( ) ( ) zyx â0ây2âx2Pgrad +−+−=  
 

              yx ây2âx2 −−=  
 

ตอบ yx ây2âx2 −−  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

4.3   ไดเวอรเจนซ (Divergence) 
 

 นิยาม  ไดเวอรเจนซของสนามเวกเตอร A


 (เขยีนแทนดวย “ div A


”)  คือคาฟลักซ

ของ A


 ที่ไหลออกจากผิวปดรอบปริมาตรเล็กๆ อันหน่ึง  คิดตอหนวยปริมาตรขณะที่ปริมาตรน้ัน

หดเล็กลงสูคาศูนย 

 เขียนเปนสูตรไดดังน้ี 
   

  
v

SdA
limAdiv S

0v ∆

⋅
=

∫
→∆




   (4.5) 

 

จากนิยามของไดเวอรเจนซสามารถพิสูจนไดวา 
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ระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 

  






∂
∂

+







∂

∂
+







∂
∂

=
z

A
y

A
x

AAdiv zyx
  (4.6) 

ระบบพิกัดทรงกระบอก 

  ( ) ( ) ( )zA
z

A1A1Adiv
∂
∂

+
φ∂
∂

ρ
+ρ

ρ∂
∂

ρ
= φρ


 (4.7) 

ระบบพิกัดทรงกลม 
 

       ( ) ( ) ( )φ
φ∂
∂

θ
+θ

θ∂
∂

θ
+

∂
∂

= θ A
sinr
1sinA

sinr
1Ar

rr
1Adiv r

2
2


  (4.8) 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอยางท่ี 4.2   ถา  

( ) 2
1

22
yx

yx

1VV

+

==    จงหาคาไดเวอรเจนซของ  yyxx âVâVV +=


  

วิธีทํา








∂
∂

+







∂

∂
+







∂
∂

=
z

V
y

V
x

VVdiv zyx

  

   

  

   

( ) 















+
∂
∂

=
∂
∂

2
1

22

x

yx

1
xx

V  

 

                           ( ) 2
1

22 yx
x

−
+

∂
∂

=  

( ) ( )222
3

22x yx
x

yx
2
1

x
V

+
∂
∂

+−=
∂
∂ −

 

 

                          ( ) ( )x2yx
2
1 2

3
22 −

+−=  
 

                        

( )2
3

22 yx

x

+

−=  

ทาํนองเดียวกนั 
 

  

( )2
3

22

y

yx

y
y

V

+

−=
∂

∂
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ดังน้ัน 

                 

( ) ( )2
3

222
3

22 yx

y

yx

xVdiv
+

−

+

−=
  

 

                         

( )2
3

22 yx

yxVdiv
+

+
−=


 

ตอบ

( )2
3

22 yx

yx

+

+
−      

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

4.4  เคิรล (Curl) 
 

 นิยาม  เคริลของสนามเวกเตอร A


 (เขยีนแทนดวย  “ Acurl


”)  เปนเวกเตอรซึง่มี

สวนประกอบในทิศทางอันใดอันหนึ่ง เทากับอินทิกรัลเสนของ A


 รอบวงปด (closed  path) เลก็ 

ๆ ซึ่งอยูในระนาบที่ต้ังฉากกับทิศทางของสวนประกอบน้ันคิดตอหนวยพื้นที่ภายในวงปดน้ัน

ขณะที่พื้นที่น้ันหดเล็กลงสูคาศูนย     เขียนเปนสูตรไดดังน้ี 
 

  ( ) ∫ ∆
⋅

=
→∆ n0Sn S

LdAlimAcurl
n




   (4.9) 

 

จากนิยามของเคิรล  สามารถพิสูจนไดวา 
 

ระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) zxy

yzxxyz

âA
y

A
x

âA
x

A
z

âA
z

A
y

Acurl









∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=


      (4.10) 

หรือ   

  

zyx

zyx

zyx

AAA

âââ

Acurl
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=


   (4.11) 
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ระบบพิกัดทรงกระบอก 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) z

zz

âAA1

âAA
z

âA
z

A1Acurl









φ∂
∂

−ρ
ρ∂
∂

ρ
+









ρ∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
φ∂
∂

ρ
=

ρφ

φρρφ


 (4.12) 

หรือ 

  

z

z

AAA

z

ââ
â

Acurl

φρ

φ
ρ

ρ

∂
∂

φ∂
∂

ρ∂
∂

ρρ

=


   (4.13) 

 

ระบบพิกัดทรงกลม 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) φθ

θφ

θφ







θ∂
∂

−
∂
∂

+









∂
∂

−
φ∂
∂

θ
+









φ∂
∂

−θ
θ∂
∂

θ
=

âArA
rr

1

ârA
r

A
sinr
1

r
1

âAsinA
sinr
1Acurl

r

r

r


  (4.14) 

 

หรือ 
 

 

φθ

φθ

θ

φ∂
∂

θ∂
∂

∂
∂

θθ

=

A)sinr(rAA

r

r
â

sinr
â

sinr
â

Acurl

r

2
r


  (4.15) 
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ตัวอยางท่ี 4.3  ถา  

( )2
1

22
yx

yx

1VV
+

==    จงหาคาเคิรลของ  yyxx âVâVV +=


  

zyx

zyx

VVV

zyx

âââ

Vcurl
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=


วิธีทํา 

        

 

 เน่ืองจาก  xV  และ yV  ไมแปรตาม  z  ดังน้ัน 
 

  0
z

=
∂
∂  

 

 และ   0Vz =   ตามโจทยกําหนด 
 

 

0VV

zyx

âââ

Vcurl

yx

zyx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=


 

 

 ( ) ( ) zxy âV
y

V
x

Vcurl








∂
∂

−
∂
∂

=


 

 

                 

( ) ( )
z

2
3

222
3

22
â

yx

y

yx

x

















+

+

+

−
=  

 

                

( )
z

2
3

22
â

yx

xy

+

−
=  

 

ตอบ

( )
z

2
3

22
â

yx

xy

+
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-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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4.5  ตัวดําเนินการเดลหรือเนบลา (del or nabla operator) 
 

 เดลหรือเนบลา )(∇  เปนตัวดําเนินการทางเวกเตอรซึ่งมีนิยามในระบบพิกัดทรง

เหลี่ยมเขียนเปน 

  zyx â
z

â
y

â
x ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇    (4.16) 

 

จากนิยามของเดล  พิสูจนไดวา   
 

  PPgrad ∇=     (4.17) 
 
  AAdiv


⋅∇=     (4.18) 

 
  AAcurl


×∇=     (4.19) 

 

4.6   ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียล 
 

 ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลเปนปริมาณเล็กๆ สําหรับพิจารณาในระดับจุลภาค  ในที่น้ีเมื่อ

ตองการพิจารณาปริมาณของระบบพิกัดในระดับจุลภาคจึงตองแบงปริมาณของระบบพิกัด

ออกเปนสวนเล็กๆ ทั้งระยะทาง  พื้นที่ และปริมาตร   
 
4.6.1  ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลของระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 
  

 ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลของระบบพิกัดทรงเหลี่ยมแสดงไดดังรูปที่ 4.1  
 

dxdy

dz

dl

1ds 3ds

2ds
dv

y

z

x  
 

รูปที่ 4.1 แสดงปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 
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 ระยะทางดิฟเฟอเรนเชยีลตามแนวแกน    ,  ,   

   ระยะทางดิฟเฟอเรนเชียล     

 พื้นที่ดิฟเฟอเรนเชียล    ,  ,    

 ปริมาตรดิฟเฟอเรนเชียล      

 

4.6.2  ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลของระบบพิกัดทรงกระบอก 
  

 ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลของระบบพิกัดทรงเหลี่ยมแสดงไดดังรูปที่ 4.2 

 ความยาวทางดิฟเฟอเรนเชียล     ,   ,    

 พื้นที่ทางดิฟเฟอเรนเชียล           ,   ,    

 ปริมาตรดิฟเฟอเรนเชียล              

 

 
 

รูปที่ 4.2 แสดงปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลในระบบพิกัดทรงกระบอก 

 

4.6.3  ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลของระบบพิกัดทรงกลม 
  

 ปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลของระบบพิกัดทรงเหลี่ยมแสดงไดดังรูปที่ 4.3 

 ความยาวทางดิฟเฟอเรนเชียล     ,   ,    

พื้นที่ทางดิฟเฟอเรนเชียล           ,    ,    

                   

 ปริมาตรดิฟเฟอเรนเชียล              
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รูปที่ 4.3 แสดงปริมาณดิฟเฟอเรนเชียลในระบบพิกัดทรงกลม 
 

4.7   ทฤษฎบีทไดเวอรเจนซ (Divergence  theorem) 
 

 ทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ หรือทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s theorem)  มีใจความวา 

“ อินทิกรัลของสวนประกอบต้ังฉากของสนามเวกเตอร    ทั่วผิวปด (closed  surface)  อันใด

อันหน่ึงจะมีคาเทากับอินทิกรัลของไดเวอรเจนซของเวกเตอร  ทั่วปริมาตรภายในผิวปดอันน้ัน  

” 

เขียนเปนสูตรทางคณิตศาสตรไดดังน้ี 
          

     (4.20) 
 

โดยที่ปริมาณทางซายมือของสมการที่  (4.20) คอืผลรวมของฟลกัซของเวกเตอร  ที่พุงออกจาก

ผิวปด S ในทิศทางต้ังฉากกับผิว  และปริมาณทางขวามือคือผลรวมของไดเวอรเจนซของเวกเตอร 

 ตลอดทั่วทั้งปริมาตร V  

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอยางท่ี 4.4   จงหาคาของอินทิกรัลในแตละขางของสมการที่แสดงถึงทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ 

คือ    กําหนดให    และปริมาตรที่ใชอยูในชวง  

  ในระบบพิกัดทรงกระบอก 
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วิธีทํา 

   

   
 

หาคาไดเวอรเจนซของ  
 

  

               

                                 

 

                                 
 

 เน่ืองจากผิวปดเปนผิวรูปทรงกระบอก โดยแบงผิวออกเปน 3 สวนดวยกัน คือ ผิวดานขางที่เปน

รูปทรงกระบอก  ผิวดานบนกับผิวดานลางที่เปนรูปวงกลม ดังแสดงในรูปที ่4.4 

 

 
 

รูปที่ 4.4 แสดงปริมาณผิวแบบรูปทรงกระบอก 

 

1.  หาปริมาณดานซายของสมการทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ 
 

  

 

เนื่องจากทิศทางของเวกเตอรผิว  ทั้งดานบน (top)  และดานลาง  (bottom) จะต้ังฉากกับทิศทาง

ของสนามเวกเตอร    ดังน้ัน 
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  0SdASdA
bottomtop

=⋅=⋅ ∫∫


 

จะได 

  ∫∫ ⋅=⋅
sideS

SdASdA
  

 

                   ( ) ( )ρ=

π

=φ ρ φρ⋅ρ= ∫ ∫ âdzdâ2
2

0z

2

0
2  

 

                   ∫ ∫=

π

=φ
φρ=

2

0z

2

0
3 dzd2  

เมื่อ  3=ρ  

( )( )2
0

2
0S

z27SdA πφ=⋅∫


 
 

                   ( )( )( )2254 π=  
 

                   π= 216  
 

2.  หาปริมาณดานขวาของสมการทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ 
 

 เมื่อ   ρ=⋅∇ 6A


  และ  dzdddv φρρ=  
 

  ( )( )dzdd6dv)A(
2

0z

2

0

3

0v
φρρρ=⋅∇ ∫ ∫ ∫∫ =

π

=φ =ρ

  
 

        ∫ ∫ ∫=

π

=φ =ρ
φρρ=

2

0z

2

0

3

0
2 dzdd6  

 

      ( )( )2
0

2
0

3

0

3
z

3
6 πφ













 ρ
=  

 

      ( )( )( )22272 π=  
 

      π= 216  
 

จะไดวาปริมาณดานซายของทฤษฎีบทไดเวอรเจนซคือ  ∫ π=⋅
S

216SdA


  มีคา

เทากับปริมาณดานขวาของทฤษฎีบทไดเวอรเจนซคือ  ( )∫ π=⋅∇
S

216dvA


   

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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4.8  ทฤษฎบีทของสโตกส (Stokes’ Theorem) 
 

 ทฤษฎีบทของสโตกสกลาววา  “ อินทกิรัลเสนของสนามเวกเตอร A


 ตามเสนวงปดวง

ใดวงหนึ่งจะมีคาเทากับอินทิกรัลผิวของสวนประกอบต้ังฉากของเคิรลของ A


 ทั่วพื้นผิวที่ถูก

ลอมรอบดวยเสนวงปดน้ัน ” 
  

 เขียนเปนสูตรไดดังน้ี 
 

  ( )∫∫ ⋅×∇=⋅
SL

SdALdA


   (4.21) 
 

โดยที่ทิศทางการวนของ Ld


 รอบเสนวงปด  และทิศทางของ Sd


 เปนไปตามหลักเกณฑสกรู

เกลยีวขวา (right-hand  screw  rule) ดังแสดงในรูปที ่ 4.5  กลาวคือทิศทางการวนของ Ld


 ไป

ทางซาย (ทวนเข็มนาฬิกา)  จะไดทิศทางของ Sd


 เปนทิศทางที่พุงออกจากหนากระดาษและต้ัง

ฉากกับระนาบการวนของ Ld


 
 

Sd


Ld


 
 

รูปที่ 4.5  แสดงทิศทางของ Ld


 และ Sd


 เปนไปตามหลักเกณฑสกรูเกลียวขวา 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

ตัวอยางท่ี 4.5   จงหาคาอินทิกรัลในแตละขางของสมการที่แสดงถึงทฤษฎีบทของสโตกสคือ 

( )∫∫ ⋅×∇=⋅
SL

SdALdA


       เมื่อกําหนดใหเวกเตอร A


มีนิพจนเปน 

φ
φ

ρ
φ φρ+ρ= âecosâe2A sinsin

        เสนทางที่ใชในการอินทิเกรตตามวงรอบเปนวงกลม 1=ρ , 

z = 0  และใหทศิการวนอยูในแนว φâ  ดังแสดงในรูปที ่4.6  

A


วิธีทํา 

 จากคาของ  ที่กําหนดให  จะได 
 

  φ
ρ ρ= sine2A  

  φ
φ φρ= sinecosA  

  0Az =  
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φφρ= âdLd


zâddSd φρρ=


z

x

y

 
รูปที่ 4.6  แสดงทิศทางของ Ld


 และ Sd


 

 

 ซึ่งทั้งสามคาน้ีไมเปนฟงกชันของ z  ดังน้ัน   

  0
z

=
∂
∂  

และ 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) z

zz

âAA1

âAA
z

âA
z

A1A









φ∂
∂

−ρ
ρ∂
∂

ρ
+









ρ∂
∂

−
∂
∂

+







ρ

∂
∂

−
φ∂
∂

ρ
=×∇

ρφ

φρρφ


 

 

               ( ) ( ) z
sinsin2 âe2ecos100 








ρ

φ∂
∂

−φρ
ρ∂
∂

ρ
++= φφ

 

 

               ( ) z
sinsin âecos2ecos21 φφ φρ−φρ

ρ
=  

 

               0


=  
 

1.  หาปริมาณดานขวาของสมการทฤษฎีบทของสโตกส 
 

  ( ) 0Sd0SdA
S S


=⋅=⋅×∇∫ ∫  

 

2.  หาปริมาณดานซายของสมการทฤษฎีบทของสโตกส 
   

 ( ) ( )φπ

=φ φ
φ

ρ
φ φρ⋅φρ+ρ=⋅∫ ∫ âdâecosâe2LdA

L

2

0
sinsin

 

 

                   ∫
π φ φφρ=

2

0
sin2 decos  

จาก 

      φφ=φ dcossind     
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φ
φ

=φ
cos
sindd        

และ  1=ρ    จะได 
 

 φ
φ
φ

=⋅ φπ
∫∫ sinde

cos
cosLdA sin2

0L


 

 

                   ∫
π φ φ=

2

0
sin sinde  

 

                   
πφ=

2

0
sine  

 

                   00 ee −=  
 

                   0LdA
L

=⋅∫


 

 

จะไดวาคาทั้งสองดานมีคาเทากันคือศูนย 

___________________________________________________ 
 

 
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__________________________________________________ 
 

แบบฝกหัดหนวยท่ี 4 
 

1.  ถา  222 zyxP ++=    จงหา  P∇  

2.  ถา z
3

y
3

x
2 âzxyâyâxA ++=

   จงหา  A


⋅∇  
3.  ถา z

3
y

3
x

2 âzxyâyâxA ++=
    จงหา A


×∇  

4.  จงคํานวณปริมาณทั้งสองขางของทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ  dv)A(SdA
S v∫ ∫ ⋅∇=⋅


   

     กําหนดให  ρρ= âA


  และปริมาตรที่ใชอยูในชวง  1z0,20 ≤≤≤ρ≤   ในระบบพิกัด 
     ทรงกระบอก 
5. จงคํานวณปริมาณในแตละขางของสมการทฤษฎีบทของสโตกส คอื ( )∫∫ ⋅×∇=⋅

SL
SdALdA


     
     เมื่อกําหนดใหเวกเตอร A


 มีนิพจนเปน    yx

2 âxy2âyxA +=


  เสนทางการอินทิเกรตเปน 
     สี่เหลี่ยมจากจุด  P1(3, –5, 0) ไปจุด P2(3, 5, 0) ไปจุด P3(–3, 5, 0) ไปจุด P4(–3, –5, 0) ไปจุด  
    P1(3, –5, 0) 
 

 

 


