
 

 

 

 

 

 

 

 

 

หนวยที่ 3 

การแปลงระบบพิกัด 

 

 

 

3.1 บทนํา 
  

 การแปลงระบบพิกัดของเวกเตอรเปนการแปลงระบบพิกัดของเวกเตอรจากระบบพิกัด

หนึ่งไปเปนอีกระบบพิกัดหนึ่ง จะแบงเปนสองรูปแบบคือ แบบที่หนึ่งเปนการแปลงระบบพิกัด

ของเวกเตอรระหวางระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับทรงกระบอก  แบบที่สองปนการแปลงระบบพิกัด

ของเวกเตอรระหวางระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับทรงกลม  การแปลงระบบพิกัดของเวกเตอร

ดําเนินการไดดวยการนิยามเวกเตอรน้ันๆในระบบพิกัดใหม  เชนถาแปลงเวกเตอรในระบบพิกัด

ทรงเหลี่ยมเปนเวกเตอรในระบบพิกัดทรงกระบอก  ก็ใหนิยามเวกเตอรน้ันใหมในระบบพิกัด

ทรงกระบอก  หรือในทํานองกลับกัน  ถาตองการแปลงเวกเตอรระบบพิกัดทรงกระบอกกลับไป

เปนเวกเตอรระบบพิกัดทรงเหลี่ยม  ก็ใหนิยามเวกเตอรน้ันใหมดวยระบบพิกัดทรงเหลี่ยม    

 ดังน้ันดวยหลักการดังกลาวขางตนการแปลงเวกเตอรในระบบพิกัดจึงตองดําเนินการ

สองขั้นตอนคือ   หน่ึงการแปลงสวนประกอบสเกลารของเวกเตอร   และอีกหน่ึงคือการแปลง

ระบบตัวแปร 
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3.2  การแปลงเวกเตอรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกระบอก 
 

 การแปลงเวกเตอรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกระบอก  ถาเปนการ

แปลงเวกเตอรระบบพิกัดทรงเหลี่ยมเปนเวกเตอรระบบพิกัดทรงกระบอก  จะตองนิยามเวกเตอร

ระบบพิกัดทรงเหลี่ยมใหอยูในระบบพิกัดใหมคือพิกัดทรงกระบอก ซึ่งจะตองดําเนินการหา

สวนประกอบชนิดสเกลารและตัวแปรในระบบพิกัดทรงกระบอก  ถาเปนการแปลงเวกเตอรระบบ

พิกัดทรงกระบอกเปนเวกเตอรระบบพิกัดทรงเหลี่ยม  จะตองนิยามเวกเตอรระบบพิกัด

ทรงกระบอกใหอยูในระบบพิกัดใหมคือพิกัดทรงเหลี่ยม ซึ่งจะตองดําเนินการหาสวนประกอบ

ชนิดสเกลารและตัวแปรในระบบพกิดัทรงเหลีย่ม   

 

3.2.1   การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกระบอก  
 

 การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกระบอกจะ

พิจารณาแบงออกเปนสองหัวขอคือ หัวขอแรกเปนการแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัด

ทรงเหลี่ยมไปเปนสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงกระบอก  หัวขอที่สองเปนการแปลง

สวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงกระบอกไปเปนสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรง

เหลี่ยม  ซึ่งทั้งสองแบบน้ันจะใชหลักการของผลคูณชนิดสเกลาร  (Dot product) ของเวกเตอร   ดัง

จะกลาวในรายละเอียดตอไปน้ี 

   

3.2.1.1  การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมเปนระบบพิกัดทรงกระบอก 
 

 กาํหนดให zzyyxx âAâAâAA ++=


 เปนเวกเตอรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม ถาเขียน

เวกเตอร A


 ในระบบพิกัดทรงกระบอกจะไดดังน้ี 
 

  zzâAâAâAA ++= φφρρ


    (3.1) 
 

โดยที่สวนประกอบชนิดสเกลารเปนดังตอไปน้ี   
 

  ρρ ⋅= âAA


     (3.2) 
 

  φφ ⋅= âAA


     (3.3) 
 

  zz âAA ⋅=


     (3.4) 
 

 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร ρA  
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  ρρ ⋅++= â)âAâAâA(A zzyyxx  
 

  ρρρρ ⋅+⋅+⋅= ââAââAââAA zzyyxx   (3.5) 
 

จากตารางที่ 3.1 จะได 
 

  φ+φ=ρ sinAcosAA yx     (3.6) 
 

 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร φA  
 

  φφ ⋅++= â)âAâAâA(A zzyyxx    

  

  φφφφ ⋅+⋅+⋅= ââAââAââAA zzyyxx   (3.7) 
 

จากตารางที่ 3.1 จะได 
 

  φ+φ−=φ cosAsinAA yx     (3.8) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร zA  
 

  zzzyyxxz â)âAâAâA(A ⋅++=  

  zzzzyyzxxz ââAââAââAA ⋅+⋅+⋅=  

  zz AA =      (3.9) 

 

3.2.1.2  การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงกระบอกเปนระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 
        

 กาํหนดให zzâAâAâAA ++= φφρρ


 เปนเวกเตอรในระบบพิกัดทรงกระบอก  ถา

เขยีนเวกเตอร A


 ในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมจะไดดังน้ี 
 

  zzyyxx âAâAâAA ++=


    (3.10) 
 

โดยที่สวนประกอบชนิดสเกลารเปนดังตอไปน้ี   
 

  xx âAA ⋅=


     (3.11) 
  yy âAA ⋅=


     (3.12) 

  zz âAA ⋅=


     (3.13) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร xA  
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  xzzx â)âAâAâA(A ⋅++= φφρρ  
 

           xzzxx ââAââAââA ⋅+⋅+⋅= φφρρ   (3.14) 
 

จากตารางที่ 3.1 จะได 
 

  φ−φ= φρ sinAcosAAx     (3.15) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร yA  
 

  yzzy â)âAâAâA(A ⋅++= φφρρ  
 

  yzzyyy ââAââAââAA ⋅+⋅+⋅= φφρρ   (3.16) 
 

จากตารางที่ 3.1 จะได 
 

  φ+φ= φρ cosAsinAAy     (3.17) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร zA  
 

  zzzyyxxz â)âAâAâA(A ⋅++=  
 

  zzzzyyzxxz ââAââAââAA ⋅+⋅+⋅=  
 

  zz AA =      (3.18) 
 

 

ตารางที่ 3.1 ผลคูณชนิดจุดของเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบทรงเหลี่ยมและทรงกระบอก  
 

dot 
ρâ  φâ  zâ  

xâ  φcos  φ− sin  0 

yâ  φsin  φcos  0 

zâ  0 0 1 
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3.2.2   การแปลงตัวแปรระหวางระบบพิกัดทรงเหลี่ยมและทรงกระบอก 
 

 จากรูปที่  3.1 ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมและ 

ทรงกระบอก  จะไดความสัมพันธดังน้ี 

 

x

y

z

φ ρ

zφρ= cosx φρ= siny

 
 

รูปที่ 3.1  ตัวแปรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมและทรงกระบอก 
 

   φρ= cosx        (3.19) 
 

   φρ= siny       (3.20) 
 

   zz =      (3.21) 
 

   22 yx +=ρ       (3.22) 
 

   
x
ytan 1−=φ     (3.23) 

 

     
22 yx

ysin
+

=φ      (3.24) 

 

   
22 yx

xcos
+

=φ     (3.25) 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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ตัวอยางท่ี 3.1  จงแปลงเวกเตอร  zyx âzâxâyB +−=
   ใหเปนเวกเตอรในระบบพิกัด

ทรงกระบอก 

ρρ ⋅= âBB


วิธีทํา 
 

 ขั้นที่ 1  การแปลงสวนประกอบสเกลาร  (ใชขอมูลจากตารางที่ 3.1) 
 

    

  )ââ(z)ââ(x)ââ(yB zyx ρρρρ ⋅+⋅−⋅=  
 

        φ−φ= sinxcosy       
 

                 φφ ⋅= âBB


 
 

                        )ââ(z)ââ(x)ââ(y zyx φφφ ⋅+⋅−⋅=  
 

                        φ−φ−= cosxsiny  
 

                        φρ−φρ−= 22 cossin  
 

                        ρ−=  
 

                          zz âBB ⋅=


 
 

                        zzzyzx ââz)ââ(x)ââ(y ⋅+⋅−⋅=  
 

                        z=  
 

 ขั้นที่ 2  การแปลงตัวแปรดวยการแทนคา 
 

  φρ= cosx  
 

  φρ= siny  
 

  zz =  
 

                φ−φ=ρ sinxcosyB  
 

                φφρ−φφρ=ρ sincoscossinB  
 

               0B =ρ  
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               φ−φ−=φ cosxsinyB  
 

                                       φρ−φρ−= 22 cossin  
 

                                       ρ−=  
 

                zBz =  

ตอบ zâzâB +ρ−= φ


     

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  
 

ตัวอยางท่ี  3.2   จงแปลงเวกเตอร  zâzâB +ρ−= φ


   ใหอยูในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 

xx âBB ⋅=


วิธีทํา 

 ขั้นที่ 1  การแปลงสวนประกอบสเกลาร  (ใชขอมูลจากตารางที่ 3.1) 

  
 

)ââ(z)ââ( xzx ⋅+⋅ρ−= φ  
 

φρ= sin  
 

 yy âBB ⋅=


 
 

)ââ(z)ââ( yzy ⋅+⋅ρ−= φ  
 

φρ−= cos  
  

  zz âBB ⋅=


 
 

)ââ(z)ââ( zzz ⋅+⋅ρ−= φ  
 

         z=  
 

 ขั้นที่ 2  การแปลงตัวแปรดวยการแทนคา 
 

 zz =  
 

 22 yx +=ρ  
 

 
x
ytan 1−=φ  
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              φρ= sinBx  
 

      
22

22

yx

yyx
+

+=  

 

     y=  
 

            φρ−= cosBy  
 

     
22

22

yx

xyx
+

+−=   

 

     x−=  
 

             zBz =  
 

ตอบ zyx âzâxâyB +−=


      

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 

3.3   การแปลงเวกเตอรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกลม 
 

 การแปลงเวกเตอรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกลม  ถาเปนการแปลง

เวกเตอรระบบพิกัดทรงเหลี่ยม ไปเปนเวกเตอรระบบพิกัดทรงกลม  จะตองนิยามเวกเตอรระบบ

พิกัดทรงเหลี่ยมใหอยูในระบบพิกัดใหมคือ พิกัดทรงกลม ซึ่งจะตองดําเนินการหาสวนประกอบ

ชนิดสเกลารและตัวแปรในระบบพิกัดทรงกลม  ถาเปนการแปลงเวกเตอรระบบพิกัดทรงกลม ไป

เปนเวกเตอรระบบพิกัดทรงเหลี่ยม  จะตองนิยามเวกเตอรระบบพิกัดทรงกลมใหอยูในระบบพิกัด

ใหมคือ พิกัดทรงเหลี่ยม ซึ่งจะตองดําเนินการหาสวนประกอบชนิดสเกลารและตัวแปรในระบบ

พิกัดทรงเหลี่ยม   

 

3.1.1   การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกลม 
 

           การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมกับระบบพิกัดทรงกลมจะ

พิจารณาแบงออกเปนสองหัวขอคือ หัวขอแรกเปนการแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัด

ทรงเหลี่ยมไปเปนสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงกลม  หัวขอที่สองเปนการแปลง

สวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงกลมไปเปนสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม  
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ซึ่งทั้งสองแบบนั้นจะใชหลักการของผลคูณชนิดสเกลาร  (Dot product) ของเวกเตอร   ดังจะกลาว

ในรายละเอียดตอไปน้ี 

 

3.3.1.1   การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมเปนระบบพิกัดทรงกลม 
 

 กําหนดให     zzyyxx âAâAâAA ++=


  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม ถา

เขยีนเวกเตอร A


 ในระบบพิกัดทรงกลมจะไดดังน้ี 
 

  φφθθ ++= âAâAâAA rr


    (3.26) 
 

โดยที่สวนประกอบชนิดสเกลารเปนดังตอไปน้ี   
 

  rr âAA ⋅=


     (3.27) 
 

  θθ ⋅= âAA


     (3.28) 
 

  φφ ⋅= âAA


     (3.29) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร rA  
 

  rzzyyxxr â)âAâAâA(A ⋅++=  
 

  rzzryyrxxr ââAââAââAA ⋅+⋅+⋅=   (3.30) 
 

จากตารางที่ 3.2 จะได 
 

  θ+φθ+φθ= cosAsinsinAcossinAA zyxr   (3.31) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร θA  
 

  θθ ⋅++= â)âAâAâA(A zzyyxx  
 

  θθθθ ⋅+⋅+⋅= ââAââAââAA zzyyxx   (3.32) 
 

จากตารางที่ 3.2 จะได 
 

  θ−φθ+φθ=θ sinAsincosAcoscosAA zyx   (3.33) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร φA  
 

  φφ ⋅++= â)âAâAâA(A zzyyxx  
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  φφφφ ⋅+⋅+⋅= ââAââAââAA zzyyxx   (3.34) 
 

จากตารางที่ 3.2 จะได 
 

  φ+φ−=φ cosAsinAA yx     (3.35) 

 

3.3.1.2  การแปลงสวนประกอบสเกลารในระบบพิกัดทรงกลมเปนระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 
 

 กําหนดให     φφθθ ++= âAâAâAA rr


  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดทรงกลม ถาเขียน

เวกเตอร A


 ในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมจะไดดังน้ี 
 

  zzyyxx âAâAâAA ++=


    (3.36) 
 

โดยที่สวนประกอบชนิดสเกลารเปนดังตอไปน้ี   
 

  xx âAA ⋅=


     (3.37) 
 

  yy âAA ⋅=


     (3.38) 
 

  zz âAA ⋅=


     (3.39) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร xA  
 

  xrrx â)âAâAâA(A ⋅++= φφθθ  

  xxxrrx ââAââAââAA ⋅+⋅+⋅= φφθθ   (3.40) 
 

จากตารางที่ 3.2 จะได 
 

  φ−φθ+φθ= sinAcoscosAcossinAA zyrx  (3.41) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร yA  
 

  yrry â)âAâAâA(A ⋅++= φφθθ  
 

  yyyrry ââAââAââAA ⋅+⋅+⋅= φφθθ   (3.42) 
 

จากตารางที่ 3.2 จะได 
 

  φ−φθ+φθ= φθ cosAsincosAsinsinAA ry   (3.43) 
 

การหาสวนประกอบชนิดสเกลาร zA  
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  zrrz â)âAâAâA(A ⋅++= φφθθ  
 

  zzzrrz ââAââAââAA ⋅+⋅+⋅= φφθθ   (3.44) 

จากตารางที่ 3.2 จะได 
 

  θ−θ= θ sinAcosAA rz    (3.45) 

 

ตารางที่ 3.2 ผลคณูชนิดจุดของเวกเตอรหน่ึงหนวยในระบบทรงเหลีย่มและทรงกลม  
 

dot râ  θâ  φâ  

xâ  φθcossin  φθcoscos  φ− sin  

yâ  φθsinsin  φθsincos  φcos  

zâ  θcos  θ− sin  0 

 

 

3.2.2   การแปลงตัวแปรระหวางระบบพิกัดทรงเหลี่ยมและทรงกลม  
 

 จากรูปที่ 3.2  ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมและทรง

กลม  จะไดความสัมพันธดังน้ี 
 

  φθ= cossinrx       (3.46) 
 

  φθ= sinsinry      (3.47) 
 

  θ= cosrz      (3.48) 
 

  222 zyxr ++=      (3.49) 
 

  
222

1

zyx

zcos
++

=θ −      (3.50) 

 

  
x
ytan 1−=φ      (3.51) 

 

  
222

22

zyx

yx
sin

++

+
=θ      (3.52) 

 

  
22 yx

ysin
+

=φ     (3.53) 
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222 zyx

zcos
++

=θ      (3.54) 

 

  
22 yx

xcos
+

=φ     (3.55) 

 

x

y

z

θ

φφθ= cossinrx

r

θsinr

φθ= sinsinry

θ= cosrz

 
 

รูปที่ 3.2  ตัวแปรในระบบพิกัดทรงเหลี่ยมและทรงกลม 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  
 

ตัวอยางท่ี 3.3   จงแปลงเวกเตอร  xâ
y
xzB =


   ใหอยูในระบบพิกัดทรงกลม 

rr âBB ⋅=


วิธีทํา 

 ขั้นที่ 1  การแปลงสวนประกอบสเกลาร  (ใชขอมูลจากตารางที่ 3.2) 
 

   
 

                   rx ââ
y
xz

⋅=  

 

                        )cos(sin
y
xz

φθ=  

  

  θθ ⋅= âBB

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           θθ ⋅= ââ
y
xzB x  

 

                         )cos(cos
y
xz

φθ=  

  φφ ⋅= âBB
  

 

                      φ⋅= ââ
y
xz

x  

 

                      )sin(
y
xz

φ−=  

 

 ขั้นที่ 2  การแปลงตัวแปรดวยการแทนคา 
 

  φθ= cossinrx  
 

  φθ= sinsinry  
 

  θ= cosrz  

จะได 

               )cos(sin
y
xzBr φθ=  

 

   )cos(sin
sinsinr

)cosr)(cossinr(Br φθ
φθ

θφθ
=  

 

                
φ
φ

θθ=
sin

coscossinr
2

 

 

  )cos(cos
y
xzB φθ=θ  

 

  )cos(cos
sinsinr

)cosr)(cossinr(B φθ
φθ

θφθ
=θ  

 

                 
φ
φ

θ=
sin

coscosr
2

2  

 
   )sin(

y
xzB φ−=φ  

 

  φθ−=φ coscosrB  
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ดังน้ัน 

 φθ φθ−
φ
φ

θ+
φ
φ

θθ= âcoscosrâ
sin

coscosrâ
sin

coscossinrB
2

2
r

2
 

 

        )ââcotcosâcot(sincoscosr r φθ −φθ+φθφθ=  
 

ตอบ )ââcotcosâcot(sincoscosrB r φθ −φθ+φθφθ=


    

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

ตัวอยางท่ี  3.4   จงแปลงเวกเตอร   râcosrA φ=


  ใหอยูในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 

xx âAA ⋅=


วิธีทํา 

 ขั้นที่ 1  การแปลงสวนประกอบสเกลาร  (ใชขอมูลจากตารางที่ 3.2) 
 

   
 

                         xr ââcosr ⋅φ=  
 

                         φθ= 2cossinr  
 

  yy âAA ⋅=


 
 

                   yr ââcosr ⋅φ=  
 

           φθφ= sinsincosrAy  
 

           zz âAA ⋅=


 
 

                         zr ââcosr ⋅φ=  
 

                         θφ= coscosr  
 

 ขั้นที่ 2  การแปลงตัวแปรดวยการแทนคา 
 

  222 zyxr ++=  
 

  
222

1

zyx

zcos
++

=θ −  

 

  
x
ytan 1−=φ  
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             φθ= 2
x cossinrA  

                      
















+














++

+
++= 2

22

2

222

22
222

yx

x

zyx

yx
)zyx(  

                      
22

2

yx

x

+
=  

 

             φθφ= sinsincosrAy  
 

                     













+













++

+














+





 ++=

22222

22

22
222

yx

y

zyx

yx

yx

xzyx  

 

                    
22 yx

xy

+
=  

 

           θφ= coscosrAz  
 

                   













++













+





 ++=

22222
222

zyx

z

yx

xzyx  

 

                  
22 yx

xz

+
=  

ดังน้ัน 

           z22y22x22

2
â

yx

xzâ
yx

xyâ
yx

xA
+

+
+

+
+

=


 

 

          ( )zyx22
âzâyâx

yx

xA ++
+

=


 

 

ตอบ ( )zyx22
âzâyâx

yx

xA ++
+

=


    

 

_________________________________________________ 
 

 

 
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__________________________________________________ 
 

แบบฝกหัดหนวยท่ี  3 
 

1.  การแปลงระบบพิกัดของเวกเตอรมีกี่ข้ันตอนอะไรบาง   

2.  กําหนด  zyx â5âxâyA ++−=
   จงหาเวกเตอร A


  ในระบบพิกัดทรงกระบอก  

3.  กาํหนด zâ3âA +ρ= ρ
  จงหาเวกเตอร A


  ในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 

4.  กําหนด  zx â5âyA +=
   จงหาเวกเตอร A


  ในระบบพิกัดทรงกลม 

5.  กาํหนด râ5A =
  จงหาเวกเตอร A


  ในระบบพิกัดทรงเหลี่ยม 

 

 

 


